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Concours Section internationale Sciences

Is Mathematics True?
It is customary to ask of a piece of Mathematics: ”Is it true?” For example, one might ask: Is the Jordan curve theorem true of that simple closed curve drawn out there in the middle of my complex plane? The theorem says that the curve separate that plane into an inside and an outside so that no path can connect an inside point to an outside point without meeting the curve itself. That particular curve is quite convoluted, so it’s a bit hard to really tell which of the points are inside and which are outside; but is it true?

Inside or outside?
The whole thrust of our exhibition and analysis of Mathematics indicates that this issue of truth is a mistaken question. There really isn’t an absolutely flat Euclidean plane out there, complex or otherwise; there is only the (very slightly) bumpy surface of the blackboard, which furthermore is very far from extending out to “infinity” in any direction whatever. What appears on the blackboard is not really a simple closed curve, but a wavy and somewhat thick line of chalk marks; perhaps the marks even skip a little, so that a careful draughtsman might be able to sneak a path from the “inside” out to some point clearly “outside”. Even if the curve were devoid of gaps, I can’t really demonstrate that it is continuous; for every ε greater than zero I haven’t actually chosen a δ such that… Moreover I am not really interested in the inside and outside of this particular Jordan curve; I am rather interested in knowing that my plane is simply connected or that the holomorphic functions I intend to define on it satisfy Cauchy’s integral theorem or that the results of this theorem can be used, via some conformal map, to design an airplane wing. For this and all sorts of other reasons the theorems of Mathematics, by Jordan or others, are not simply statements about the behaviour of individual objects in the physical world.

This point can be put more explicitly. Our survey has indicated that Mathematics is an extensive network of formal rules, definitions and systems, tightly tied here and there to activities and to science. This description does not in any way provide a physical object for each Mathematical term, or a physical law corresponding to each Mathematical theorem. Instead there are many pieces of Mathematics and a variety of accepted procedures for making practical use of some of these pieces. As a result, it is simply meaningless to ask, given a relation between Mathematical terms, whether it is true of the “corresponding” physical objects. The correspondence is just not that direct. Instead, our description of Mathematics indicates that the appropriate questions are different ones:

Is the piece of Mathematics correct? That is, do the calculations follow the formal rules prescribed, and are the theorems deduced from the stated axioms by rules of inference on which we have agreed?

Is this piece of Mathematics responsive? That is, does it settle some problem which had arisen or does it carry further some development which was incomplete?

Is this piece of Mathematics illuminating? That is, does it help understand what had gone before, either by further analysis or by abstraction or otherwise?

Is this piece of Mathematics promising? That is, though it is a novel departure from precedent or fashion, is there a reasonable chance that it will subsequently fit in the picture?

Is this piece of Mathematics relevant? That is, is it tied to something which is tied to human activities or to science?

Many of these questions are questions of degree: Is it more or less relevant? Even that is hard to judge because relevance can be transmitted all along the network of Mathematics. There are many pieces of Mathematics which fit well but are not immediately relevant to any application – and which much later may turn out to be applicable. The promise of a new a new idea is also difficult to judge; too often the new way be dismissed as “off-beat”. But before all comes the question: Is it correct?

Centuries ago, when Mathematics dealt largely with arithmetic and elementary geometry, it was perhaps, it was perhaps easier to think of the numbers or the geometric figures as real objects about which one could make true statements. These objects had been long familiar and they were eminently useful, so it was comfortable to consider them as real. Now, looking carefully, we see that this comfort was an illusion. Numbers are the means used in calculating by rules, while figures are the images used to suggest formal geometric proofs; their eminent utility simply suggest that the formal is powerful in practice. By now there are so many and various Mathematical objects that any imputation of their reality offers spectacular cutting opportunities for Occam’s razor.

[…] Mathematics has brought out many new and relevant forms. They arise by contemplating the world, but of themselves they are not in the world. They are forms.

 […] Mathematics consists of formal rules, formal systems, and formal definitions of concepts. The proofs of Mathematics do not depend upon experience, and indeed can often be invented or carried out by young people with little experience. Hence the results cannot be checked by asking how they might refer to real experience. Mathematics is not literally a science because its results cannot be falsified by fact or experiment. Therefore the question “Is Mathematics true?” is out of place.

Saunders Mac Lane, Mathematics Form and Function, New York, Springer Verlag, 1986, p. 440-441 & p. 442.

Saunders Mac Lane (1909 – 2005) was an American mathematician who co-founded category theory with Samuel Eilenberg. He graduated from Yale with a B.A. in 1930. In 1931, having earned his master's degree and feeling restless at Chicago, he earned a fellowship from the Institute of International Education and became one of the last Americans to study at the University of Göttingen prior to its decline under the Nazis. His greatest influences there were Paul Bernays and Hermann Weyl. By the time he finished his doctorate in 1934, Bernays had been forced to leave because he was Jewish, and Weyl became his main examiner. At Göttingen, Mac Lane also studied with Gustav Herglotz and Emmy Noether. From 1934 through 1938, Mac Lane held short term appointments at Yale University, Harvard University, Cornell University, and the University of Chicago. He then held a tenure track appointment at Harvard from 1938 to 1947. In 1941, while giving a series of visiting lectures at the University of Michigan, he met Samuel Eilenberg and began what would become a fruitful collaboration on the interplay between algebra and topology. 

After introducing, via the Eilenberg–Steenrod axioms, the abstract approach to homology theory, he and Eilenberg originated category theory in 1945. Mac Lane also coined the term Yoneda lemma for a lemma which is an essential background to many central concepts of category theory and which was discovered by Nobuo Yoneda. His Categories for the Working Mathematician remains the definitive introduction to category theory.


La mathématique est-elle vraie ?

Il est courant de demander à propos d’un pan des mathématiques : « Est-ce vrai ? » Par exemple, on peut demander : le théorème de la courbe de Jordan est-il vrai de cette simple courbe fermée tracée au milieu de mon plan complexe ? Le théorème dit que la courbe sépare ce plan en un intérieur et un extérieur de telle manière qu’aucun chemin ne connecte un point intérieur à un point extérieur sans rencontrer la courbe elle-même. Cette courbe particulière est assez alambiquée (Voir la figure), aussi il est assez difficile de dire réellement quels points sont intérieurs et quels point sont extérieurs : mais est-ce vrai ?

Intérieur ou extérieur ?

Toute l’orientation de notre exposé et de notre analyse des mathématiques indique que cette question de la vérité est une question trompeuse. Il n’y a pas vraiment d’espace Euclidien absolument plat, qu’il soit complexe ou non ; il n’y a que la surface (très légèrement) chaotique du tableau noir qui, de plus, est très loin de s’étendre « à l’infini » dans n’importe quelle direction. Ce qui apparaît sur le tableau n’est pas vraiment une simple courbe fermée, mais une ligne sinueuse et plutôt mince de traces de craie ; peut-être bien que ces traces sautent même légèrement, de telle manière qu’un dessinateur minutieux serait en mesure de suivre un chemin de l’ « intérieur » vers l’extérieur jusqu’à un point véritablement « extérieur ». Même si la courbe est dépourvue de trous, je ne peux pas vraiment démontrer qu’elle est continue ; pour tout ε plus grand que zéro, je ne peux pas en réalité choisir un δ tel que… De plus, je ne suis pas vraiment intéressé par l’intérieur ou l’extérieur de cette courbe de Jordan en particulier ; je suis plutôt intéressé de savoir que mon plan est simplement connexe ou que les fonctions holomorphes que j’entends définir sur lui satisfont au théorème intégral de Cauchy, ou bien encore que les résultats de ce théorème peuvent être utilisés, via une transformation conforme, pour dessiner une aile d’avion. Pour ce motif et pour toutes sortes d’autres raisons, les théorèmes de mathématique, que ce soit par Jordan ou par d’autres, ne sont pas simplement des énoncés sur le comportement d’objets individuels dans le monde physique.

Ce point peut être développé plus explicitement. Notre enquête a indiqué que les mathématiques sont un vaste réseau de règles formelles, de définitions et de systèmes solidement rattachés, ça et là, à des activités et à la science. Cette description ne fournit en aucune manière un objet physique correspondant à chaque terme mathématique, ni aucune loi physique correspondant à chacun des théorèmes mathématiques. Par contre, il existe de nombreux pans des mathématiques et une variété de procédures admises permettant de faire un usage pratique de quelques-uns de ces pans. Par conséquent, une relation entre des termes mathématiques étant donnée, il est tout simplement dénué de sens de demander si elle est vraie des objets physiques « correspondant ». Tout simplement, la correspondance n’est pas une correspondance directe. Par contre, notre description des mathématiques indique que les questions appropriées sont des questions fort différentes :

Ce pan des mathématiques est-il correct ? À savoir, les calculs suivent-ils les règles formelles prescrites, et les théorèmes sont-ils déduits des axiomes établis par les règles d’inférence sur lesquelles nous nous sommes accordés ?

Ce pan des mathématiques est-il réactif ? À savoir, règle-t-il un problème déjà apparu ou bien propose-t-il un développement qui s’avérait incomplet ? 

Ce pan des mathématiques est-il éclairant ? À savoir, aide-t-il à comprendre ce qui s’est passé antérieurement, que ce soit par une analyse nouvelle, par abstraction ou par tout autre moyen ? 

Ce pan des mathématiques est-il prometteur ? À savoir, et bien qu’il s’agisse d’un nouveau départ eu égard à ce qui précède ou à l’égard de la mode, y a-t-il une chance raisonnable pour qu’il figure par conséquent sur la scène ?

Ce pan des mathématiques est-il pertinent ? À savoir, est-il lié à quelque chose ayant rapport aux activités humaines ou à la science ?

Nombre de ces questions sont des questions de degré : est-il plus ou moins pertinent ? Il est difficile d’en juger car la pertinence peut-être transmise à travers l’ensemble du réseau des mathématiques. Il existe de nombreux pans des mathématiques qui conviennent, mais qui ne sont pas immédiatement pertinents pour toute application – et qui pourraient être applicables bien plus tard. L’aspect prometteur d’une idée nouvelle est également difficile à juger ; trop souvent, ce qui est nouveau peut être rejeté comme « décalé ». Mais avant tout se pose la question : ce pan des mathématiques est-il correct ?

Au cours des siècles passés, quand les mathématiques traitaient largement avec l’arithmétique et la géométrie élémentaire, il était sans doute plus facile de penser les nombres ou les figures géométriques en tant qu’objets réels à propos desquels on pouvait établir des énoncés vrais. Ces objets étaient depuis longtemps familiers et ils étaient éminemment utiles, ce qui fait qu’il était confortable de les considérer comme réels. Aujourd’hui, à bien y regarder, nous voyons que ce confort n’était qu’une illusion. Les nombres sont les moyens utilisés dans le calcul selon les règles, tandis que les figures sont les images utilisées pour suggérer des preuves géométriques formelles ; leur éminente utilité suggère simplement que le formel est puissant en pratique. À ce jour, il existe tellement d’objets mathématiques variés que toute imputation de leur réalité offre au rasoir d’Occam de spectaculaires opportunités de trancher.

[…] Les mathématiques ont produit de nombreuses formes nouvelles et pertinentes. Elles surgissent en contemplant le monde, mais d’elles-mêmes elles ne sont pas dans le monde. Ce sont des formes.

[…] Les mathématiques consistent en règles formelles, en systèmes formels, et en définitions formelles de concepts. Les preuves mathématiques ne reposent pas sur l’expérience et de fait elles peuvent souvent être inventées ou effectuées par des jeunes gens ayant peu d’expérience. D’où le fait que les résultats ne peuvent être vérifiés en demandant comment ils peuvent renvoyer à l’expérience réelle. La mathématique n’est pas une science au sens littéral du terme, car ses résultats ne peuvent être falsifiés ni factuellement, ni expérimentalement. Par conséquent, la question : « La mathématique est-elle vraie ? » est hors de propos.

Saunders Mac Lane, Mathematics Form and Function, New York, Springer Verlag, 1986, p. 440-441 & p. 442.

Saunders Mac Lane (1909 – 2005) était un mathématicien Américain qui fonda la théorie des catégories avec Samuel Eilenberg. Il passa ses diplômes à Yale et obtint sa License en 1930. En 1931, ayant obtenu sa Maîtrise et s’étant déplacé à Chicago, il obtient une bourse de l’Institute of International Education et devient l’un des derniers Américains à étudier à l’Université de Göttingen avant son déclin sous le régime nazi. Ses principales influences furent Paul Bernays et Hermann Weyl. Le temps de terminer son doctorat en 1934, Bernays fut forcé de quitter l’Allemagne car il était juif, et Weyl devint son directeur de thèse. À Göttingen, Mas Lane étudia également avec Gustav Herglotz et Emmy Noether. Entre 1934 et 1938, Mac Lane fut nommé pour des périodes de courte durée à l’Université de Yale, d’Harvard, de Cornell, et de Chicago. Il obtient ensuite sa titularisation à Harvard de 1938 à 1947. 

En 1941, alors qu’ii donnait une série de cours comme visiteur à l’Université du Michigan, il rencontra Samuel Eilenberg et entreprit ce qui allait devenir une collaboration fructueuse sur l’interaction de l’algèbre et de la topologie.

Après avoir introduit, via les axiomes de Eilenberg-Steenrod, l’approche abstraite de la théorie de l’homologie, il donna naissance avec Eilenberg à la théorie des catégories : c’était en 1945. Mac Lane forgea également le terme de « lemme de Yoneda » pour un lemme qui constitue un arrière-plan essentiel pour nombre de concepts fondamentaux de la théorie des catégories, lemme qui avait été découvert par Nobuo Yoneda. Ses Categories for the Working Mathematician  demeurent l’introduction définitive à la théorie des catégories.
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